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Dans le Journal of Combinatorial Theory [3] P. Erdos et A. Hajnal posaient 
le problbme suivant: “existe-t-i1 un graphe ne contenant pas de cliques de 6 
sommets tel que dans toute coloration en 2 couleurs des aretes de ce graphe 
il y  ait toujours un triangle dont les aretes sont colorees d’une mCme couleur ?“. 
La reponse est affirmative.l On Ctudie ici une gbneralisation de ce probleme. 
Les graphes consider&s sont finis, non orient&, saris boucles ni 
a&es multiples. G designe le compltmentaire du graphe G. Soient G, H 
2 graphes quelconques, disjoints ou non, G, , H,, 2 graphes disjoints 
isomorphes respectivement a G et H: par G + H on designe un graphe 
isomorphe g G, u HO. Cette operation est associative; nG, n entier 
naturel, est une abreviation de G $ G ... + G, n termes. Lorsque H C G 
(ou que H se plonge dans G de facon unique aux isomorphismes p&s) 
G - H designe le graphe obtenu en enlevant de G les at&es de H. K, 
designe le graphe complet de n sommets, C, le cycle de n sommets. 
Soit Y un entier > 1. Pour un graphe G on definit la proprie’tt 2X(r): 
“dans toute coloration en r couleurs (ou r-coloration) des a&es de G il 
existe dans G un triangle unicolore i.e. dont Ies 3 a&es ont la m2me couleur.” 
Ainsi si 
n >f(r), ohf(r) = r! (p -+) + 1, 
i=lJ . 
le graphe K, posdde la propriete (u(r) [4]. On a montre que pour 
r = 2, 3, 4 la bornef(r) est exacte pour les graphes complets (i.e., Kf(r)-l 
n’a pas la propriete 2I(r)), ce qui donne quelques valeurs relatives au 
theoreme de Ramsey (r = 2,3, Greenwood and Gleason [4]; r = 4, 
Szalai, cf. ErdGs [2, p. 631). 
1 Cf. R. L. Graham [5]. 
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LEMME 1. (i) Si G possede la proprie’te’ Z(r) il possede la proprie’te’ 
2X(s) pour tout s < r. 
(ii) Si G C H et G possede la proprie’te’ 2X(r) alors H possede la propriete 
W-1. 
La demonstration est Cvidente. Ce lemme montre cependant qu’il est 
interessant de considerer les graphes ‘$X(r)-minimaux, i.e., minimaux pour 
I’inclusion parmi les graphes possedant la proprie’te’ a(r). On a alors 
LEMME 2. Les proprie’tb (i) et (ii) sont equivalentes 
(i) K, est ‘%(r)-minimal. 
(ii) K,, a la proprie’te’ 9X(r) et Knel n’a pas la proprie’te’ ‘%(r). 
Pour la demonstration introduisons la construction suivante: soit G 
un graphe, x un sommet de G, k un entier > 1 et soit H le graphe obtenu 
a partir de kG en identifiant pour tout sommet de G diffkent de x les k 
sommets qui lui correspondent, un dans chacune des k copies de G, les 
a&es multiples qui apparaissent &ant considerees comme des a&es 
uniques. x a ainsi tte remplace par k sommets 2 A 2 non-adjacents 
xl , x2 ,.a., xk > chacun &ant adjacent dans H aux sommets auxquels x 
est adjacent dans G. Nous dirons que H se deduit de G par k-division 
du sommet x. Inversement G est l’image de H par I’homomorphisme 
canonique consistant a envoyer chaque sommet de H sur le sommet de G 
dont il provient (ainsi xi , i = 1,2 ,..., k a x pour image). En particulier G 
se plonge dans H. 
LEMME 3. Soit H se deduisant de G par k-division d’un sommet. Les 
proprie’tb (i) et (ii) sont equivalentes: 
(i) G a la proprie’te’ B(r). 
(ii) H a la proprie’te’ ‘8(r). 
DEMONSTRATION. (i) entraine (ii) par le lemme 1 car G se plonge dans 
H. Inversement (ii) entraine (i): considerons une r-coloration des a&es 
de G telle qu’aucun triangle ne soit unicolore et affectons a chaque a&e 
de H la couleur de son image par l’homomorphisme canonique defini 
plus haut; on obtient une r-coloration des ar%es de H telle qu’aucun 
triangle ne soit unicolore. 
DEMONSTRATION DU LEMME 2. (i) entraine (ii) par definition de la 
propriete “S(r)-minimal.” Inversement (ii) entraine (i): il suffit de voir 
que K, - K, n’a pas la propridte 2l(r), or K, - K2 se deduit de K,+, 
par 2-division dun sommet done par le lemme 3 n’a pas la propriete TU(r.) 
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K6 , K1, , & sont respectivement 2l(2)-, 2X(3)- et a(4)-minimaux par 
les rtsultats citCs et le lemme 2. Le problkme posC par Erdbs et Hajnal 
revient g dCterminer s’il existe un graphe 2X(2)-minimal autre que K, . 
PROPOSITION 1. Pour r entier > 2, Kf(T)+2 - C, pos&de la proprie’te’ 
W). 
DEMONSTRATION. ConsidCrons G = Kr(r)+z - C, et soit y le 5-cycle 
sans corde engendrk dans G par les sommets de C, et supposons qu’il 
existe une r-coloration des a&es de G telle qu’il n’y ait pas de triangle 
unicolore. Les couleurs sont dtsignts par 1, 2,..., r. 
Casl. r>3. Soit x un sommet de G n’appartenant pas g y et soit 
Xi le sous-graphe engendrt dans G par les sommets joints & x par une 
a&e de la couleur i, i = 1,2 ,..., r. Aucune a&e de Xi n’est colorte avec 
la couleur i done d’aprgs le rCsultat cite 
w(XJ < f(r - 1) - 1,2 (1) 
i = 1, 2,..., r. D’autre part les Xi Ctant 2 & 2 disjoints 
f vkrifie la relation de rkurrencef(r) = r(f(r - 1) - 1) + 2, d’oti 
Assertion. 11 existe i tel que I Xi I >f(r - 1) + 1. Supposons en 
effet que quel que soit i / Xi I <f(r - 1): d’aprbs (2) il existe alors au 
moins 3 couleurs pour lesquelles / Xi 1 =f(r - 1). Par (1) pour ces 
couleurs les Xi ne sont pas des cliques done G contient au moins 3 a&es 
2 B 2 non-adjacentes ce qui est impossible puisque G = C, + des sommets 
isol&. 
Supposons done les notations telles que / X, I >f(r - 1) + 1. 
w(X,) <f(r - 1) - 1 done x, contient au moins 2 a&es non-adjacentes 
et, pour la m&me raison que prtctdemment, on en dCduit que pour i > 2 
les Xi sont des cliques, d’oti I Xi 1 <f(r - 1) - 1. Par suite 
I -G I = r(f(r - 1) - 1) + 3 - C I -JL I 3 f(r - 1) + 2. 
i=2 
2 w(G) est le plus grand nombre de sommets que puisse avoir une clique contenue 
dans G. 
3 1 G 1 est l’ordre de G, i.e., le nombre de sommets de G. 
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La condition w(XJ < j(r - 1) - 1 entraine alors que X, contient 
au moins 3 a&es puisque sinon w(X,) 3 I X1 / - 2 >f(r - l), d’oti 
X1 3 y comme G = C, + des sommets isoles. 
On a ainsi demontre que tout sommet de G n’appartenant pas a y 
est joint aux sommets de y par des a&es d’une mgme couleur. Soit alors 
Ai le sous-graphe de G engendre par les sommets de G n’appartenant 
pas a y joints a y par des a&es de la couleur i. Ai est une clique et est 
color6 avec r - 1 couleurs d’oti 
I-4 <f(r- I)- 1 (3) 
pour i = 1, 2,..., r. D’autre part soit C l’ensemble des couleurs recues 
par les a&es de y. Ai # ia entraine que i $ C, done il existe i tel que 
Ai = o ; or c:r: 1 Ai 1 =f(r) - 3, l’un des Ai est done tel que 
/ Ai l >, fk> - 3 = r(f(r - ‘> - ‘> - ’ 
r-l r-l 
= f(r - 1) - 1 + f(r ,_f)l- 2 . 
Pour r > 3, 
f(r - 1) - 2 > o 
r-l 
et I’on a une contradiction avec (3). 
Cas 2, r = 2. La demonstration precedente ne s’applique pas, 
cependant le fait que K, - C, possede la propriete a(2) a deja CtC montre 
par R. L. Graham dans [S]. 
PROPOSITION 2. Pour r 3 2 si KfcT) est 9X(r)-minimal alors 
(9 K~w+~ - C, est 2l(r)-minimal. 
00 Kftr) et Kf(,)+z - C, sont Ies seuls graphes a(r)-minimaux ayant au 
plus f (r) + 2 sommets. 
DEMONSTRATION: (i) supposons que Kf(r)-l n’ait pas la propriete 2X(r). 
11 suffit de voir que quelle que soit l’arete u de G = Kf(r)+z - C, , G - u 
ne possede pas la propriete (u(r), ce qui se fait en exhibant pour chaque u 
un graphe H(U) tel que G - u C H(U) et H(U) se deduise de Kf(T)--l par 
des k-divisions d’oh le resultat par les lemmes 1 et 3. 
Si y est le 5-cycle saris corde de G pour u a&e de y soit 
H(u) = (f(r) - 3) & + K2 + K3 
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et pour 21 n’appartenant pas a y soit 
fW = (f(r) - 4) fG + 3K,. 
Pour la demonstration de (ii) nous utiliserons le 
LEMME 4. Les graphes w-satur& de n sommets tels que w(G) = h 
sont: 
n=h+l (h - 1) K + Kz , 
n=h+2 @ - 2) Kl + 2K2 , (h - 1) Kl + KS , 
n=h+3 (II - 3) KI + 3K, , (h - 2) Kl + Kz + KS , 
(h - 2) Kl + C5 , (h - 1) Kl + K., . 
DEMONSTRATION. Elle se fait en appliquant les rtsultats de Hajnal [6]: 
si G est un graphe w-sature de IZ sommets tel que w(G) = h alors G 
possede au moins 2h - n sommets isoles et les degres sont < IZ - 2h + 1. 
D’autre part le compltmentaire de chaque composante connexe de G est 
w-sature. 
DEMONSTRATION DE (ii). Supposons que Kf(,jel n’ait pas la propriete 
(u(r) et soit G un graphe 2t(r)-minimal tel que 1 G I <f(r) + 2. Supposons 
G $ Kf(,) ce qui est equivalent a w(G) <j(r) - 1. Soit i: 1 G un graphe 
w-sature tel que I i: I = I G I et w(G) =f(r) - 1. Par le lemme 1 e a la 
propriM S(r), d’autre part c’est un des graphes don&s par le lemme 4 
avec h = f(r) - 1, or sauf 
(f(r) - 3) fG + C, = Kf(T)+B - C, , 
ceux-ci se deduisent par des k-divisions du graphe Kf(r)-l done (lemme 3) 
n’ont pas la propriete Z(r). On a ainsi G C e = Kf(r)+2 - C, . Par le (i) 
K r(r)+z - C5 est a(r)-minimal d’oti G = Kf(r)+z - C, . 
COROLLAIRE. Les seuls graphes a(r)-minimaux ayant au plus f (r) + 2 
sommets sont: 
r=2 K, et K, - C, , 
r=3 K17 et 4, - G , 
r=4 KG6 et K,, - C, . 
4 Un graphe G est w-satur.4 si quel que soit H G 5 H entraine w(G) < w(H). 
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Remarque 1. 11 existe d’autres graphes 2X(2)-minimaux que ceux cites 
dans le corollaire: ainsi, si C, + = C, + une grande diagonale, KS - C,+ 
posdde la propriete a(2) et ne contient ni K, ni K, - C, . 
Remarque 2. Les rtsultats precedents s’expriment de facon naturelle 
en termes de coloration d’hypergraphe. En effet si G est un graphe soit 
T(c) hypergraphe ayant pour sommets les a&es de G et pour ar&tes les 
ensembles de 3 a&es de G formant un triangle dans G. Dire que G 
possede la propriete 2l(r) est la mCme chose que dire que y,(T(G)) > r 
oti yr est le nombre chromatique faible de I’hypergraphe, i.e., le plus petit 
cardinal d’une partition des sommets de I’hypergraphe dont les ensembles 
ne contiennent aucune a&e, dire que G est clI(r)-minimal revient alors 
a dire que T(G) est y,-critique au sens des sommets. 
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